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Abstract

使用少量基本信号的线性组合表示一目标信号，称为信号的稀疏表示。信
号的稀疏表示是过去近 25 年来信号处理界一个非常引人关注的研究领域
（现在凉透了），众多研究论文和专题研讨会表明了该领域曾经的的蓬勃发
展。信号稀疏表示的目的就是在给定的超完备字典中用尽可能少的原子来
表示信号，可以获得信号更为简洁的表示方式，从而使我们更容易地获取
信号中所蕴含的信息，更方便进一步对信号进行加工处理，如压缩、编码
等 [24]。

1 稀疏向量与稀疏表示 (Sparse Vector and Sparse Representation)

1.1 Preliminary Knowledge

对矩阵 A ∈ Cm×n 有以下是常用的 7 种范数1：

1. m1 范数：||A||m1
=

∑m
i=1

∑n
j=1 |aij |

2. F 范数2 ：||A||F =
√∑m

i=1

∑n
j=1 |aij |2 =

√
tr(AHA)

3. M 范数/最大范数：||A||M = max{m,n}maxi,j |aij |
4. G 范数/几何平均范数：||A||G =

√
mnmaxi,j |aij |

5. 1 范数/列和范数3：||A||1 = maxj

∑m
i=1 |aij |

6. 2 范数/谱范数：||A||2 =
√
AHA的最大特征值

7. ∞ 范数/行和范数：||A||∞ = maxi

∑n
j=1 |aij |

1.2 Sparse Representation

一个含有大多数零元素的向量或者矩阵成为稀疏向量 (sparse vector) 或者稀疏矩阵 (sparse
matrix)。也即是：给定 K ∈ N+, ∥x∥0 ≤ K。

1 矩阵的范数定义除开满足非负性，齐次性和三角不等式外，还需满足相容性:

∀A,B ∈ Cn×n, ∃||AB|| ≤ ||A|| · ||B||

2 Here, AH means Hermitian Matrix(埃尔米特/厄米/自伴随矩阵): AH = (āji)n×n.
3 5∼7 的范数并不是按照这里给出的公式定义的，而是从属于某向量范数 || · ||v 导出的矩阵范

数:||A|| = maxx ̸=0
||Ax||v
||x||v ，简称导出范数/从属范数，且满足：||E|| = 1.



给定一个向量 x ∈ Rn，可以定义如下稀疏测度 (sparse measure)：

sparseness(x) =
√
n− ∥x∥1/∥x∥2√

n− 1
(1)

信号向量 y ∈ Rm 最多可以分解为 m 个正交基 gk ∈ Rm，这些正交基的集合成为完备正交
基 (complete orthogonal basis)。此时，信号分解

y = Gc =

m∑
i=1

cigi (2)

中的系数向量 c 一定是非稀疏的。

若将信号向量 y ∈ Rm 分解为 n 个 m 维向量 ai ∈ R（其中 n > m）的线性组合：

y = Ax =

n∑
i=1

xiai (3)

则 ai ∈ R 不可能是正交基的集合。为区别于基，这些列向量通常称为原子 (atom) 或框架。
由于原子数大于向量空间的维数，所以称这些原子的集合是过完备的 (overcompete)。过完
备的原子组成的矩阵 A = [a1, · · · ,an] 称为字典或者库 (dictionary)。
对于字典 A ∈ Rm×n，可以做如下假设：

1. n > m；

2. rank(A) = m；

3. ∥ai∥2 = 1, i = 1, · · · , n；

信号过完备分解式3为欠定方程，存在无穷多组解向量 x。求解这种欠定方程有两种常用方
法：

1. 古典方法（求最小 L2 范数解），即是：

min ∥x∥2, s.t.Ax = y (4)

这种方式的优点是：有唯一解，其物理意义为最小能量解。然而由于这种解的每个
元素通常为非零值，故不符合很多实际应用的稀疏表示要求。

2. 现代方法（求最小 L0 范数解），即是：

min ∥x∥0, s.t.Ax = y (5)

这种方式的优点是：很多实际应用只选择一个稀疏解向量。然而在计算上难以处理。

假定观测向量存在加性误差或者噪声，最小 L0 范数解为：

min ∥x∥0, s.t.∥Ax − y∥2 ≤ ε (6)

其中 ε 为很小的误差或者扰动。

当系数向量 x 是稀疏向量时，信号分解 y = Ax 称为（信号的）稀疏分解 (sparse decompo-
sition)。其中字典矩阵 A 的列常称为解释变量 (explanatory variables)；向量 y 称为相应变
量 (response variable) 或目标信号；Ax 称为相应的线性预测；x 可视为目标信号相对于字
典 A 的一种表示。

因此，称式5是目标信号 y 相对于字典 A 的稀疏表示 (sparse representation)，而式6称为目
标信号的稀疏逼近 (sparse approximation)。
稀疏表示属于线性求逆问题 (linera inverse problem)。在通信和信息论中，A ∈ Rm×N 和
x ∈ RN 分别代表编码矩阵和待发送的明文，观测向量 y ∈ Rm 则称密文。线性求逆问题便
成了解码问题：即如何从密文恢复明文。
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2 人脸识别的稀疏表示 (Sparse Representation in Face Recognition)

我们考虑 close-set 的人脸识别应用：假定共有 c 类目标，每一目标的脸部图像已经被向量
化编码（可以是直接矩阵拉直，也可以是通过 CNN 进行特征提取），表示为了 m× 1 的归
一化列向量（通常我们这里的 m 为 512 或者 128）。于是第 i 类目标的 Ni 张训练图像即可
表示成 Di = [di,1, · · · ,di,Ni ] ∈ Rm×N。给定一个足够丰富的训练集 Di，则第 i 类目标的
非训练集新图片 y 可以被表示为已知训练图像的一线性组合 y ≈ Diαi，其中 αi 为系数向
量。问题是：在实际应用中往往不知道新图像分属哪一类，而需要识别：判断该样本的属性。

于是我们已这 c 类目标的所有训练样本构造一个字典：

D = [D1, · · · ,Dc] = [d1,1, · · · ,d1,N1
, · · · ,dc,1, · · · ,dc,Nc

] ∈ Rm×N (7)
其中 N =

∑c
i=1 Ni。于是，待识别的人脸图像编码 y 可以表示为线性组合：

y = Dα0 = [d1,1, · · · ,d1,N1
, · · · ,dc,1, · · · ,dc,Nc

]



0N1

...
0Ni−1

αi

0Ni+1

...
0Nc


(8)

现在，人脸识别变成了一个矩阵方程求解的问题或者线性求你问题：已知数据向量 y 和数
据矩阵 D，求矩阵方程 y = Dα0 的解向量 α0。需要注意的是，通常 m < N，因为方程欠
定，有无穷多解，其中最稀疏的解才是我们感兴趣的。鉴于此，问题划归为式5的问题。

3 稀疏矩阵方程求解的优化理论 (Optimization Theory for Solving
Sparse Matrix Equations)

3.1 L1 范数最小化 (L1 Norm Minimization)

L1 范数最小化也称为 L1 线性规划或者 L1 范数正则化最小二乘。

直接求解优化问题 P0，必须筛选出系数向量 x 中所有可能的非零元素。这个方法是不可跟
踪的 (untractable) 或者 NP hard4的，因为搜索空间过于庞大。

向量 x 的非零元素指标集称为支撑集，记为 supp(x) = {i : xi ̸= 0}，支撑集的长度即是 L0

拟范数5：

∥x∥0 = |supp(x)| (9)

K-稀疏向量的集合记为 ΣK = {x ∈ RN : ∥x∥0 ≤ K}。若 x̂ ∈ ΣK，则称向量 x̂ 是 x 的
K-项逼近或者 K-稀疏逼近。
一般地，称向量 x̂ 是 x 在 Lp 范数6下的 K-稀疏逼近，若：

∥x− x̂∥p = inf
z∈ΣK

∥x− z∥p (10)

显然 L0 是 Lp 范数范数的特殊形式：∥x∥0 = lim
p→0

∥x∥pp。由于当且仅当 p ≥ 1 时 ∥x∥p 为凸

函数，所以 L1 范数时最接近于 L0 拟范数的凸目标函数。于是从最优化角度讲，称 L1 范
数是 L0 拟范数的凸松弛 [22]。因此，L0 拟范数最小化问题便可以转变为凸松弛的 L1 范数
最小化问题：

min
x

∥x∥1, s.t.y = Ax (11)

4指所有 NP 问题都能在多项式时间复杂度内归约到的问题.
5L0 范数不满足范数公理中的齐次性：∥cx∥0 = |c|∥x∥0，故严格来讲它是一种虚拟的范数，也称拟

范数。
6∀p ∈ R+, ∥x∥p =

(∑
i∈supp(x) |xi|p

)1/p

.
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由于 ∥x∥1 是凸函数，并且约束等式 y = Ax 为一个仿射变换，因此这是一个凸优化问题。

存在观测噪声的情况下，等式约束可以松弛为不等式约束的最优化问题（L1 最小化）：

min
x

∥x∥1, s.t.∥y −Ax∥ ≤ ε (12)

L1 范数下的最优化问题又称为基追踪 (base pursuit, BP)。这是一个二次约束线性规划问题
(quadratically constrained linear problem, QCLP)。
若 x1 是 L1 的解，x0 是 L0 的解，则有 [11]：

∥x1∥1 ≤ ∥x0∥1 (13)
因为 x1 是可行解，x0 是最优解。同时 Ax1 = Ax0。

同样的，式12也有两种变形：

1.（L1 惩罚最小化）利用 x 是 K 稀疏向量的约束，将 L1 不等式范数最小化变成 L2：

min
x

1

2
∥y −Ax∥22, s.t.∥x∥ ≤ q (14)

划归为一类二次规划 (quadratic program, QP) 问题。
2. 利用 Lagrangian 乘子法，将 L1 不等式范数最小化变成：

min
λ,x

1

2
∥y −Ax∥22 + λ∥x∥1 (15)

划归为一类基追踪去噪 (basis pursuit denoising, BPDN) 问题 [7]。

在基于小波变换的图像/信号重构和恢复（deconv）中，也经常会遇到基追踪去噪问题。
参数稀疏的好处主要有以下两点：

1. 特征选择 (Feature Selection)
2. 可解释性 (Interpretability)

3.2 约束等距性条件 (Restricted Isometry Property Condition)

前文讨论了 L1 范数最小化问题是 L0 范数最小化某种程度的凸松弛。接下来考察两种问题
的解之间的关系。
定义 1 (约束等距性 (Restricted Isometry Property, RIP) 条件 [5, 12]). 若存在矩阵 A 和
K-稀疏向量 ∥x∥0 ≤ K，

(1− δK)∥x∥22 ≤ ∥AKx∥22 ≤ (1 + δK)∥x∥22 (16)
其中 0 ≤ δK < 1 是一个与稀疏度 K 有关的常数 (约束等距常数, restricted isometry
constants, RIC)，AK 是字典矩阵 A 的任意 K 列组成的子矩阵。
则称矩阵 A 满足 K 阶 RIP 条件。

当 RIP 条件满足时，非凸的 L0 范数最小化问题与 L1 范数最小化问题等价。也即是：

min ||x||0 s.t.Ax = b
概率为 1 的⇐⇒ min ||x||1 s.t.Ax = b

带参数 δK 的 K 阶 RIP 条件简记为 RIP (K, δK)，定义为所有使 RIP (K, δK) 成立的参数
δ 的下确界：

δK = inf
{
δ : (1− δ)∥z∥22 ≤ ∥Asupp(z)z∥22 ≤ (1 + δ)∥z∥22,∀|supp(z)| ≤ K, ∀z ∈ R|supp(z)|

}
(17)

显然若 AK 正交，则 δK = 0。于是，RIC 的非零值实际上可以评价该矩阵的非正交程度。
此外，由于 AK 的任意性，要求 A 在每一列的能量分布投影尽可能均匀。

RIC 有三个重要性质：
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1. 系数信号精确重构的充分条件 [4]：若字典矩阵 A 分别满足 δK , δ2K , δ3K 的 RIP 条
件，并且：

δK + δ2K + δ3K < 1

则 L1 范数最小化可以精确重构所有 K 稀疏信号。也即是，在此条件下，若无噪声
存在，则 K 稀疏信号可以确保由 L1 范数最小化精确恢复；并且在有噪声的情况下
可以稳定估计。

2. RIC 与特征值的关系 [9]：若字典矩阵 A ∈ Rm×n 满足 RIP (K, δK)，则：

1− δK ≤ λmin(A
T
KAK) ≤ λmax(A

T
KAK) ≤ 1 + δK

3. 单调性 [4]：若 K ≤ K ′，则 δK ≤ δK′

3.3 Tikhonov 正则化最小二乘 (Tikhonov Regularization LSM)

类似式15，作为最小二乘法代价函数 1
2∥y −Ax∥22 的改进，Tikhonov 在 1963 年提出了 L2

正则化代价函数 [21]：
J(x) =

1

2
∥y −Ax∥22 +

λ

2
∥x∥22 (18)

其中 λ ≥ 0 称正则化参数。

同样地，考察其共轭梯度：

∂J(x)

∂xT
= ATAx−AT b+ λx = 0 (19)

立即得到：
x̂Tik = (ATA+ λE)−1AT b (20)

这种使用 (ATA + λE)−1 代替协方差矩阵 (ATA)−1 直接求逆的方式称之为 Tikhonov 正
则化 (Tikhonov Regularization)7，或者简称正则化方法 (regularized method)8，在信号处
理中称为松弛法 (relaxation method)。

Tikhonov 正则化本质是：通过对秩亏缺的协方差矩阵 ATA 的每一个对角线元素加一个很
小的扰动 λ，使其变为非奇异阵，从而大大改善求逆的数值稳定性910 11。

7值得注意的是 Weight Decay 并非 L2 正则，而是在标准的随机梯度下降中 (SGD)，权重衰减正
则化和 L2 正则化的效果相同。而在选取 decay 值上，目前尚没有比较普适的公式 [16]。

8所有损害优化的方法都可以理解为正则化。主要分为增加优化约束和干扰优化过程两种思路。
9condition number 是一个矩阵（或者它所描述的线性系统）的稳定性或者敏感度的度量，如果一

个矩阵的 condition number 在 1 附近，那么它就是 well-conditioned 的，如果远大于 1，那么它就是
ill-conditioned 的，如果一个系统是 ill-conditioned 的，它的输出结果就不具有相当的置信度。

10矩阵 ATA半正定，所以 ATA+λE 的特征值位于区间 [λ, λ+∥A∥2F ]，使得条件数 cond(ATA+

λE) ≤ λ+∥A∥2F
λ

，相较之于 cond(ATA) < ∞ 有极大改善。
11 首先假定只存在 b 的扰动 δb，A 稳定，考察 Ax = b 的解析解向量 x+ δx，即：

A(x+ δx) = b+ δb

求解得：
δx = A−1δb

由向量范数性质：
||δx||2 ≤ ||A−1||2 · ||δb||2

同理显然：
||b||2 ≤ ||A||2 · ||x||2

于是：
||δx||2
||x||2

≤ ||A||2 · ||A−1||2
||δb||2
||b||2

然后考察 δA 的影响：
(A+ δA)(x+ δx) = b

同理显然：
||δx||2

||x||2 + ||δx||2
≤ ||A||2 · ||A−1||2

||δA||2
||A||2
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如果使用迭代优化的算法，condition number 太大仍然会导致问题：它会拖慢迭代的收敛速
度，而规则项从优化的角度来看，实际上是将目标函数变成 λ-strongly convex12（λ 强凸）
的，也即可以在迭代中避免大平原的情况。

式15即是 L1 正则化最小二乘，它总是有解的，但是不一定是唯一解。

同时 L1 范数最小化解向量与 L2 范数最小化解向量之间有如下关系 [4]：

0 ≤ ∥x∥2 −
∥x∥1√

n
≤

√
n

4

(
max
1≤i≤n

xi − min
1≤i≤n

xi

)
(21)

4 稀疏矩阵方程求解的优化算法 (Optimization Algorithm for Solving
Sparse Matrix Equations)

上一节讨论了优化理论，本节讨论求解的具体算法。本质上来讲欠定的稀疏矩阵方程的求
解都是将方程变换为超定的非稀疏矩阵方程求解。

方式众多，大致的思路有三种：

1. 贪婪启发式；
2. 统计拟合式；
3. 拓扑同伦式；

这里我们仅仅介绍一种贪婪启发式的正交匹配追踪算法 [10, 19]：

Algorithm 1: 正交匹配追踪算法
Input: 观测数据向量 y ∈ Rm 和字典矩阵 A ∈ Rm×n

Output: 稀疏的系数（权重）向量 x ∈ Rn

1 初始化：令标签集 Ω0 = ∅，初始化残差向量 r0 = y，k = 1;
2 while 达成停止判据 * do
3 辨识：求矩阵 A 中与残差 rk−1 最相关的列;
4

jk ∈ arg min
j

| < rk−1, Aj > |,Ωk = Ωk−1 ∪ {jk}

估计：求解最小化问题 minx ∥y − AΩkx∥ 的解;
5

xk = (AT
Ωk

AΩk
)−1AT

Ωk
y

更新残差：rk = y −AΩk
xk;

6 k = k + 1;
7 end

8 return x(i) =

{
xk(i), k ∈ Ωk

0, else
;

下面是三种常用的停止判据 [23]：

1. 运行到某个固定的迭代步数；
2. 残差能量小于某个预先给定的固定值：∥rk∥2 ≤ ε；

于是可知解向量的相对误差应正比于 ||A||2 · ||A−1||2 ≡ cond(A) ≡ κ(A)，称 condition number.
对于超定方程（A ∈ Cm×n(m > n)），必有最小二乘解 x = (AHA)−1AHb。容易证明（你信么？）

cond(AHA) = cond2(A)。条件数是平方关系增大的，同时稳定性反比于条件数。
12 A differentiable function f is called λ-strongly convex with parameter λ > 0 if the following

inequality holds for all points x, y in its domain:

(∇f(x)−∇f(y))T (x− y) ≥ λ∥x− y∥22
or, more generally,

⟨∇f(x)−∇f(y), (x− y)⟩ ≥ λ∥x− y∥2

where ∥ · ∥ is any norm.
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3. 字典矩阵任何一列都没有残差向量的明显能量时：∥ATrk∥∞ ≤ ε；

5 卷积神经网络的中的稀疏问题 (The Sparse in CNN)

5.1 Generalization and Sparse

泛化能力可以看成模型的稀疏性。正如奥卡姆剃刀13指出的，面对不同的解释时，最简单的
解释是最好的解释。在机器学习中，具有泛化能力的模型中应该有很多参数是接近 0 的。而
在深度学习中，则是待优化的矩阵应该对稀疏性有偏好性。

泛化能力还可以看成模型的信息压缩能力。这里涉及到解释为什么深度学习有效的一种假
说：信息瓶颈（information bottleneck）[20, 3, 2, 1]，说的是一个模型对特征进行压缩（降
维）的能力越强，其就越更大的可能性做出准确的分类。

理解泛化能力的最后一种角度是风险最小化。这是从博弈论的角度来看，泛化能力强的模
型能尽可能降低自己在真实环境中遇到意外的风险，因此会在内部产生对未知特征的预警
机制，并提前做好应对预案。这是一种很抽象的也不那么精确的解释，但随着技术的进步，
人们会找出在该解释下进行模型泛化能力的量化评价方法。

5.2 The Trade-off Between Architecture and Weights in CNN

在卷积神经网络中，稀疏带来最直观的结果就是剪枝式的权重稀疏化。首先介绍两个业内
目前相对较新的工作。

Lottery Ticket Hypothesis(LTH)[13] 大意是按照这种迭代非结构化剪枝（剪枝将模型参数
减少到 10%-20%）的方式可以找到一个小网络，用大网络同样的初始化方式可以在性能不
会下降的情况下更快的训练这个小网络，但是随机初始化不能将这个网络训练到同样的性
能。

而另一工作 [18] 中，认为对于结构化剪枝来说，剪枝完之后的模型是可以从随机初始化开
始训练而达到和一般 fine-tuning 相比同样（甚至有些情况更好）的精度的，所以对于结构
化剪枝来说更重要的是剪枝完得到的网络架构而非权重。

以上工作是同一年 ICLR2019 的工作，而且 LTH 还是当年的 best paper。然而两篇文章居
然有矛盾的地方：那么在非结构剪枝中重头训练小模型时到底需不需要使用已经训练好的
权重 (winning ticket)？使用 winning ticket 到底相比随机初始化有没有提升？
目前这个问题自提出之初 [17, 15] 至今还没有定论。在其他工作中，winning ticket 不一定
有帮助的实验请参考 [14], train from scratch 不需要使用 winning tickets 的实验可以参考
[8]。

5.3 Do We really Need Sparse Convolution in CNN?

一般认为，稀疏卷积有三个问题：

1. 没有现成且成熟的稀疏卷积库，英伟达不推稀疏卷积优化，就没有合适的软硬件可
以用;

2. 目前卷积的 GPU 实现是受带宽限制的，减少浮点计算潜在的提升不会很大；
3. LASSO 之类的稀疏训练多了个超参需要调节，而 LASSO 训练本身是无法加速的；

所以在谋求稀疏程度、加速比、精度损失平衡的时候，需要反反复复的搜索超参训练，考虑
到 CNN 的训练速度，其潜力不如低精度方案。
然而在最近的来自 Intel的一个工作中提出了：SLIDE(Sub-LInearDeep learning Engine)[6]。
其工作流程如图5.3所示。号称提出的第一个针对现代 CPU 基于 OpenMP 并行性的可靠算
法，可以胜过用于训练大型深度学习架构的最佳可用硬件 NVIDIA-V100。其精心定制的随
机散列算法与允许异步并行的正确数据结构的组合。在训练时间上，我们在流行的极端分
类数据集上的显示精度高达 TF-GPU 的 3.5 倍，而 TF-CPU 的 10 倍。接下来的步骤是将
SLIDE 扩展到包括卷积层。SLIDE 在随机存储器访问和并行性方面具有独特的优势。预计
SLIDE 的分布式实现将非常有吸引力，因为由于稀疏的渐变，通信成本最小。

13Occam’s Razor: 这个原理称为“如无必要，勿增实体”，即“简单有效原理”。
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Figure 1: Architecture: The central module of SLIDE is Network. The network is composed
of few-layer modules. Each layer module is composed of neurons and a few hash tables into
which the neuron ids are hashed. Each neuron module has multiple arrays of batch size
length: 1) a binary array suggesting whether this neuron is active for each input in the
batch 2) activation for each input in the batch 3) accumulated gradients for each input in
the batch. 4) The connection weights to the previous layer. The last array has a length
equal to the number of neurons in the previous layer.
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